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Περίληψη 


Η σχεδίαση µιας διδασκαλίας, προὐποθέτει σύνταξη σχεδίου εργασίας . φύλλου 
εργασίας µαθητή και φυσικά άµεση αναδρομή στο διδακτικό εγχειρίδιο. (Οστόσο, 
υπάρχουν κάποια ουσιώδη παραδείγματα και αντιπαραδείγµατα η γνώση τὼν οποίων 
απὀ τον ὁιδάσκοντα και η στιγμιαία ανάσυρσή τους οποτεδήποτε χρειαστεί, να 
αποτελεί µια εκ τῶν ων ουκ άνευ συνθήκη για την αποτελεσματική διδασκαλία των 
Μαθηματικών στην τάξη. 


Λέξεις -κλειδιά: παραδείγματα, αντιπαραδείγµατα. διδασκαλία Μαθηματικών. 
Εισαγωγή 


Την εποχή ὀπου η «οοβρία είναι και επιστημονικό κομπιουτεράκι, η μηχανή 
Ἠλ/οΠταππα]ρῃα παραγοντοποιεί, επιλύσει εξισώσεις σε ὁιαδοχικά βήματα, κάνει 
γραφικές παραστάσεις σε οποιαδήποτε καμπύλη κάτι σαν το λογισμικό Μαίπεπιαίίςα 
επί γραμμής κινητής τηλεφωνίας, μοιάζει εκ πρώτης όψεως ἁσκοπη η γνώση κάποιων 
συγκεκριμένων παραδειγµάτων στα Μαθηματικά, που πρέπει να γνωρίζει για την 
ὁιδασκαλία του. ιδίως ο νέος Μαθηματικός. Όμως οι ιδιαιτερότητες της αµεσότητας 
της διδακτικής πράξης επιβάλουν άµεση ανάσυρση και χρήση συγκεκριμένων 
ὁιδακτικών παραδειγµάτων, για τα οποία δεν υπάρχει χρόνος καταφυγής σε σημειώσεις 
στο βιβλίο. στο λυτάριο, ενώ συνηθέστατα, δεν µπορεί να προβλεφθεί η ανάγκη 
χρήσης τους κάθε φορά. αφού η χρήση τους προκύπτει από ερωτήσεις μαθητών όχι 
πάντα προβλεπόμενες. Και ακριβώς επειδή ὃεν είναι προβλεπόμενες εκφεύγουν του 
όποιου προγραμματισμού και εμπίπτουν στο φάσμα της «διδακτικής επιστημονικής 
ετοιμότητας». Και είναι αλήθεια, ότι πάµπολα διδακτικά παραδείγματα και 
αντιπαραδείγµατα, όντως µπορεί να κατασκευάσει στιγµιαίως ο καθηγητής, όµως 
γενικώς . «ο σχεδιασμός παραδειγιάτων εἶναι απαιτητική εργασία και προὐποθέτει 
ἀριστήη γνώση τής θεωρίας, ὁιδακτική εμπειρία και ενημέρωσή για τήν προὐπάρχουσα 
γνώσή των μαθητών» (Κανελλοπούλου .Μ. 2012) Το ευτύχημα είναι, ότι η γνώση 
κάποιων συγκεκριμένων παραδειγµάτων είτε κλάσεων παραδειγµάτων, δεν είναι τόσο 
μεγάλης έκτασης -όπως ίσως αναμένει Κκάποιος- Και περιορίζεται σε έναν μικρό 
αριθµό, αφού η θεωρία των Μαθηματικών καλύπτει µε άμεσο τρόπο πολλές 
περιπτώσεις. Επομένως η παρούσα εργασία ὃεν θα μπορούσε να φιλοδοξήσει να 
καλύψει τις τυχούσες επιστημονικές ελλείψεις του όποιου εκπαιδευτικού, αλλά να 
αμβλύνει αισθητά αυτή την αίσθηση µέσα στην τάξη. ώστε να προαχθεί η 


αποτελεσματικότητα της διδασκαλίας. Από τις σχετικές επἰ του θέματος αναφορές, 
(Ζαχαριάδης κ.ά. 2007). (Πλατάρος .|. 2004, 2007, 2008) επιλέγουμε παραδείγματα 
και αντιπαραδειγµατα. 


Παραδείγματα από Άλγεβρα: 


α) Τριώνυµα όπου η τετραγωνική ρίζα της διακρίνουσας είναι ακέραιος προς 
διευκόλυνση των μαθητών που μαθαίνουν τον τύπο των ριζών. Μπορούμε να 
χρησιμοποιούμε τον κατασκευαστικό τύπο τῶν ριζών αι. , α΄ (αι Εκ, Ελικ,Ξθ 
(Υ]εία) µε αι,Χ, ακεραίους. Επίσης πολύ χρήσιμη και άµεση είναι η καταφυγή στην 


στιγμιαία κατασκευαστική συνθήκη αἲβτΥΞΟ. µε α.β.γ ακεραίους στην τριωνυµική 
εξίσωση αχγ΄ -«6Υ--0, α-θ η οποία εξασφαλίζει µια ρίζα χις!, χὸ-- 7. και 
α 


ΔΞ]α-γ! . Ανάλογη συνθήκη ισχύει και για όλα τα πολυώνυµα και µάλιστα και για τα 
3-” βαθμού, όπου µε σχήμα Ηοιπογ η ρητή ρίζα (εδώ η µονάδα) µπορεί εύκολα να 
προκύψει και µετά οι δύο άλλες µε την τριωνυµική εξίσωση. Στιγµιαία λοιπόν ο 
καθηγητής λέει «για λύστε κι αυτή...» Και είναι σε ετοιμότητα να απαντά θετικά στην 
ερώτηση «ζέρετε κύριε αν ῥγαίνει ή ρίζα,» 


ϱ) Το μαγικό κόλπο του τύπου «πάρε ένα αριθµό, ὀποιον θέλεις, διπλασίασέ τον, πάρε 
και 140 απὀ µένα, ρίζε τα μισά στήν θάλασσα, πάρε και ένα απὀ µένα, πέτα στην θάλασσα 
τον αρχικό αριθμό, να σου πῶ τι ῥρήκες; 6!» Ο καθηγητής θα το συναντήσει στην Β΄ 
Γυμνασίου. όπου όλοι «το ξέρουν» που τουςτο έχειπει κάποιος γνωστός, αλλά φυσικά 
για την εξήγηση οὔτε νύξη. Είναι ένα «μαγικό», απὀ τα πολλά μαγικά κατάλοιπα της 
ὁιδασκαλίας των Μαθηματικών που χρειάζεται «αποδαιμονοποίηση» και διαφάνεια µε 
την απόδειξη και κατάδειξη. Μια κλάση τέτοιων παραδειγµάτων που µπορεί να φτιάξει 


καθηγητής είναι η εξής: 


2γΥ--2α 
2 
νύξη. 


-χ«β-α--β για τις «αόριστες εξισώσειο ή ταυτότητες ὡς διδακτική 


γ) Εποπτική κατάδειξη απειροστικών αποτελεσμάτων σε µικρή ηλικία, όπως λ.χ. ότι 
ο 1 ι  1 

στ τ-- στ... Ἔ 
2 4 ὃ 16 32 2’ 
µια θρανιοµονάδα. Παίρνουμε στην ανάγκη ένα θρανίο µε μήκος |μέτρο. Μέχρι την 


Ἔ.Ξ5 1... «Το θρανίο µας έχει μήκος 1 μέτρο, µια µονάδα, 


µέση πόσο μήκος έχω; Δείζτε µετο δάκτυλο. 2 1 Μέχριτην µέση τῆς µέσης πόσο είναι 
ακόµα; (Διαπραγμάτευση 4) Μέχρι την µέση τῆς µέσης της µέσης; (1/8) κτλ Κάνουμε 
σχεδόν σημµειωτόν! Δεν φθάνουμε ποτέ στο 1. Όλη µας την ζωή δεν το φθάνουμε, στο 
άπειρο το φθάνουµε]...» Εδώ υπάρχουν άπειρες «νοητικές βόμβες», αλλά και οι 
ενήλικοι µε τα παράδοξα του Ζήνωνος έχουν Ιστορικά μπερδευτεί πάρα πολύ, καθώς 
η πρόσθεση άπειρων στο πλήθος ευθυγράµµων τμημάτων δεν δίνει όπως η ανθρώπινη 
διαίσθηση υπαγορεύει ευθεία ή ηµιευθεία (δηλ. άπειρου μήκους αντικείμενα) αλλά 
ενίοτε -όπως εδώ- ευθύγραμμο τµήµα, πεπερασμένο . το µήκος 1ΠΙ του θρανίου. Σε 


µορφή ὁραστηριότητας µπορεί να επεκταθεί µετους κύβους ακµών 111. 0.5 1Π1, 0.2211, 
ο,125π1, κ.ο.κ. που τίθενται ο ένας άνω στον άλλον, για το αν φθάνουν στο ταβάνι επ΄ 
άπειρον, πόσο εμβαδόν θα έχουν οι άπειροι κύβοι κτλ 


1 3 3 3 
Ένα άλλο προσιτό καθημερινό παράδειγµα είναιτο --Ξ 0.233... ----------- -Ε 


ὁ) Το ανοικτό διάστηµα-σύνολο (0.1) δεν έχει μέγιστο στοιχείο, διότι αν υποθέσουμε 
ά ιά ά Ιά ά ” ” Ι .. α / ά 
ότι υπάρχει ένα α μέγιστο. τότε α «ΙΙ και ἐπεταιότια « ο «1 . ἆτοπο. διότι 


υποθέσαµε το α ὡς μέγιστο. Ούτε όµως το 0.99900... είναι το μέγιστο. αφού αυτό 
ισούται µε 1, πράγμα που επί πλέον ὀηλοί, ότι οἱ πραγματικοί αριθμοί, δεν έχουν 
µονοσήμαντη δεκαδική αναπαράσταση. 


ε) Ανάμεσα στους 2.2 και 2.4 εκ πρὠτης όψεως δεν χωρά άλλος δεκαδικός, όµως όταν 
τους δούμε ὡς 2.20 και 2.40 χωρούν άλλοι 9, αν τους δούμε ὡς 2.200 και 2.400 άλλοι 


99 και τελικώς «οσοδήποτε πολλού», άπειροι. Οµοίως ανάµεσα στους - Καντ ὃεν 


| .. -- | 70 δ0 - 
φαίνεται να χωρά άλλος ρητός, όµως αν τους δούμε ὣς τη τη χωρούν άλλοι 9 
Κ.Ο.Κ. «τελικώς όσοι θέλουμε», δηλ. άπειροι. 


Παραδείγματα στην Γεωμετρία: 


Α) Αντιπαράδειγµα στον συνήθη ισχυρισμό 
ότι «δύο τρίγωνα µε δύο ἴσες πλευρές µία προς 
μία και απὀ µια γωνία ἴσες , εἶναι ἴσα». Η 
γνώση του παραδείγµατος που εναντιώνεται 
στην καθολική ισχύ του ισχυρισμού 
(Ξαντιπαράδειγµα) καθιστά πιο 
προσεκτικούς τους µαθητές στην διατὐπωσή 
του κριτηρίου ισότητας τριγώνων, αφού τους 
πείθει άµεσα για το λανθασμένο της 
διατύπωσης και του αναφορικού νοήματος. 





Το κίτρινο τρίγωνο, προφανώς και είναι άνισο µε το τρίγὠνο της Κίτρινης “ροζ 
περιοχής, παρ΄ ότι έχουν απὀ δύο πλευρές τους ίσες µία προς µία και από µια γωνία 
τους κοινή. 


Β) Δύο τρίγὠνα ίσα, δεν είναι πάντα 
και συμπτώσιμα µε µεταφορά και 
στροφή. Ίσως χρειάζεται 
εφαρμοστεί και κατοπτρισµός. Το 
παράδειγµα των δύο παλαµμών του 
ανθρώπου που ὃεν είναι 





συμπτώσιµες (δεξί αριστερό) αλλά πρέπει η µία να περιστραφεί 150: για να συμπέσει 
µε την άλλη. είναι πολύ άµεσο και παραστατικὀ. 


Γ) Δύο γωνίες που έχουν πλευρές παράλληλες δεν σηµαίνει ότι είναι και ίσες (Απλό 
σχήµα µε δύο παράλληλες εφεξής και παραπληρωματικές γωνίες) 
ΑΙ Α2 Α9 


Α4 Α5 






ΔΑ) Ἱρίγῶνο µε «οσοδήποτε 
µεγάλη» περίμετρο και σταθερό 
εμβαδόν. Αντί τριγώνου τίθεται 


και παραλληλόγραμμο. 

Ε) Όπως αναφέρουν οι ]-- 600 οπη 
Νεγρεπόντης, Σ. . Φαρμάκη. Β. « «----- 
(2006) Το τρίγωνο Α µε το 


(6. Αίθα ΔΑΒΓ - 12,50 οπ2 


μεγαλύτερες όλες τις πλευρές (5. ». 
ὃ) απὀ το τρίγὠνο Β µε πλευρές 
(4.05. 4.95. 7). έχει «παραδόξως» 
μικρότερο εμβαδόν. ( Με βοήθεια 
11.8. το τρίγωνο Α. έχει ύψος 3 και 
ΕΑκξΙ2. Για το τρίγὠνο Β: Πάλι µε 
βοήθεια [1.9. έχει ύψος λίγο πάνω 
από 3.5 καιβάση 7’. άρα ΕΡΣΙ2. 





ΣΤ) Τα τρίγώνα (5.5.5) και (5.5. 6ϐ) : 
έχουν ίσα εμβαδά. (Απόδειξη ᾿ 


σα: 











παρομοίως.) Με δυναμικό ο πο 
λογισμικό Γεωμετρίας, µπορεί να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης του 


1 2 
εμβαδού Εαρίωτ5 χγΣ᾽ μ- όπου ΒΙΞχ και ΑΗΕΞΑΙΞ». Απονεικνύεται͵, ότι 


μέγιστο εμβαδόν έχω όταν ΒΙ--7,.0/ και ΕΞΙ2.50 ενώ εκατέρωθεν του 7, έχω άπειρα 
ζεύγη µε ίσα εµβαδά. Εδώ ο καθηγητής θυμάται τις τριάδες (5.5.6) και (5.5.6) µε τα 
ίσα εµβαδά και την τριάδα (5.5.7) που παρεµβάλεται το μέγιστο (περίπου) εμβαδόν. 
Εύκολα και εὐώ τα παραδείγματα επεκτείνονται και σε παραλληλόγραμμα. Γενικά 
αποδεικνύεται, ότι αν α «β «}γ είναι µια πυθαγόρεια τριάδα (δηλαδή αν α΄’ «β’ΞΥ’). 
τότε τα τρίγωνα µε πλευρές (γ. Υ. 2α) και (γ. Υ. 2β). έχουν ίσο εμβαδόν. 


Παραδείγματα Απειροστικού Λογισμού 


Εδώ παρά το πλήθος των λεπτών εννοιών προς κατανόηση, το πλήθος των 
εποπτικών παραδειγµάτων για την κατανόηση 
είναι πολύ λίγα. Ὑπάρχουν οι συναρτήσεις 


{(χ)-κίη(1/1) 
ὰ  - 





. 
Ι(4)- 1μχ και εί) - ο όπου µαζί µε την 





ταυτοτική Π(2)Ξ Υ και µε πράξεις τον 
πολλαπλασιασμό και την σύνθεση 
συναρτήσεων, μας ὀίνουν κρίσιμα 


παραδείγματα αποσαφηνίζοντα λεπτά µέρη της θεωρίας του Απειροστικού0. Η 
απομνηµόνευση τῶν παραδειγµάτων ππροὺποθέτει κατ΄ αρχήν κατανόηση του 
αναφορικού νοήµατος της κατασκευής τους από τους αλγεβρικούς τους τύπους. Μια 
τέτοια ολική προσέγγιση των παραδειγµάτων προὐποθέτει αναγνώριση των εξής: 1) Η 
ημιτονοειδής συνάρτηση ηµχ. είναι συνάρτησης ταλάντωσης µε σταθερό πλάτος και 
σταθερή συχνότητα .2) Αφού -Ι«ὔμιγς]ι η συνάρτηση έχει ὡς περιβάλλουσες τις 


ευθείες Υ--Ι και γξΙ. 39) Η συνάρτηση ο. διατηρεί το πλάτος τῆς, διατηρεί τις 
χ 


περιβάλλουσες αλλά αυξάνει την συχνότητά της οσοδήποτε, οσοδήποτε κοντά στο 0, 
ενώ χάνειτην συχνότητά εκατέρωθεν των τιμών χΞ 0.5 και χΞ -0.5 τείνοντας στο, 
«κοντώ στο -οοκαι -ο 4). Με ίδια λογική οπτικής, η συνάρτηση χημχ ὃδεν 
διατηρεί την συχνότητα και αυξάνει το πλάτος απεριόριστα εκατέρωθεν του μηδενός 
καθώς «αποκλίνει» στο συν πλην άπειρο. έχοντας ὡς περιβάλλουσες τις γξα και Υ-- 


χ,αφού -ἰ«ηιγς]»-χ«χηιςχ.ΥχΕΒΕ και-χΣλχήηµΥΣ.ΝνγΕΙΚ 5)Η 
1 

συνάρτηση --Πμιγ διατηρεί συχνότητα, µε απεριόριστο πλάτος κοντά στο 0 και µε 
Ἰ4 


ὁιαρκώς φθίνον πλάτος εκατέρωθεν του μηδενός προς το συν πλην άπειρο και επειδή 


.. «πχ - . για χ20 και ... 5ος ν - για χ«0. οι υπερβολές α.. Και - είναι 


ο ἅἆΊ ο ἅἆΊ 


| 
περιβάλλουσες. Η συνάρτηση χήῆμ-- . εκατέρωθεν και κοντά στο 0. παρουσιάζει 
χ 


αὐξηση συχνότητας ταλάντωσης µε φθίνον πλάτος, ενώ λίγο πιο µακριά του μηδενός 
και εκατέρωθεν αυτού. έχουµε το σχήµα σύγκλισης -οο. του οποίου το αποτέλεσµα 
ὃεν γίνεται αντιληπτό διαισθητικάἀ, αλλά µε υπολογισμό αξιοσημείωτῶων ορίων, 


ξέρουμε ότι κάνει |. (Ανάγεται στο βασικό τριγὠνομµετρικό όριο ἤπι ος Ξι ) ϐ) 
χο» γ 


1 1 
Αναλόγως, η --ἥμ-- δεν διατηρεί οὔτε πλάτος, οὖτε συχνότητα, µετις ίδιες όπως και 
χ ἹΆΛ 


πριν περιβάλλουσες. Είναι µια ταλάντωση. που αυξάνει απεριόριστα και πλάτος και 
συχνότητα κοντά στο 0, ενώ λίγο μακρύτερα από το ϐ και εκατέρωθεν αυτού, τείνει 
στο 0. Όλα τα περιγραφέντα μέχρι στιγμής, συμβάλλουν στην αποτελεσματική τους 
απομνηµόνευση µέσωτις κατανόησης του αναφορικούςτους νοήματος. Επόμενο βήμα 
είναι η χρήση τους στην διασάφηση συνήθων παρανοήσεων της θεωρίας, γνωστικών 
εμποδίων και χρήση τους αναλόγως ὡς παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων. 


Έχουμε λοιπόν: α) Η συνάρτηση ημ(1/χ) βοο-κἈοίη(κ) 
:'Οσοδήποτε κοντά στο 0, µπορεί να πάρει , 


την τιµή 1] και την τιµή -ἰ. δεν . 

σταθεροποιείται «σε µια τιμή κοντώ) άρα | Ι ἢ Αλ Λ ῇ Ι 

ὃεν υπάρχει το όριο. Δεν µπορεί να γίνει | Ἡ ο νυν ῃ Ἱ | | | 
άρση της ασυνέχειας. Οσοδήποτε κοντά ο 

στο 0 έχω άπειρα και ίσα τοπικά ακρότατα. | . | 


Δεν µπορεί να σχεδιαστεί ικανοποιητικά 
µε το χέρι. Και µετον Η/Υ υπερβαίνονται τα σχεδιαστικά όριά του. 





Β) Η συνάρτηση χημχ είναι παντού συνεχής, παντού παραγωγίσιµη, έχει άπειρα, 
διαφορετικά, µη φραγµένα τοπικά ακρότατα. 


1 
Γ) Η συνάρτηση χηµ(1/χ) δεν ορίζεται στο 0. Εν τούτοις, υπάρχει το ἴπῃ χημ--Ξ0. 
χο» γ΄ 


Άρα η ασυνέχεια είναι άρσιµη. µπορεί δηλ. 


να αρθεί, αίρεται, µετο να ορίσω εκνέου Ὁ. μα 
την συνάρτηση ὡς | 
] : 
χμ. αν ”- 0 ' Ηχ)ςχἍςιῃ(1/Χ) 
(1) ΄ η οποία . μυ 


0. αν ΥΞ0 λ ΤΡ 





είναι συνεχής σε όλοτο ἸΝ . Συνεχής είναι 
και ο περιορισμός της στο [0. 2| Στην - | - 

συγκεκριµένο περιορισμό υλοποιείται ένα αντιπαράδειγµα σε µια διαισθητική πλάνη 
εξαιρετικά διαδεδομένη εξ αιτίας των περιορισμένης κλάσης παραδειγµάτων µε τα 
οποία οικοδομούµε την έννοια της συνάρτησης. Σύμφωνα µε αυτή την λανθασμένη 
ὁδιαισθητική γνώση. «ὀταν µια συνεχής συνάρτηση ᾧ, ορίζεται στο [α,βῇ, στο α ἐχει 
τοπικό ακρὀτατο, ὀπως και στο ῥ.» Η «λογική» της ισχυρά λανθασμµένης πεποίθησης, 
εὀράζεται στο ότι µετά την τιµή (α,φ(α) ) και δεξιότερα αυτής, υπάρχει περιοχή του α, 
όπου η Φφ. συνεχίζει ή οριζόντια ή συνεχίζει ανοδικώς ή συνεχίζει καθοδικώς. Ό.τι κι 
αν κάνει απὀ τα τρία δυνατά ενδεχόμενα, έχει στο (α.φ(α)) τοπικό ακρότατο. Το 
συγκεκριµένο όµως αντιπαράδειγµα λέει ότι (0, φ(θ))Ξ{0.0) ενώ οσοδήποτε κοντά στο 
0, έχω ετερόσηµες τιµές για τον παράγοντα ημµ(1/χ) άρα το (0.0) δεν είναι δυνατόν να 
είναι οιουδήποτε είδους ακρότατο. 


Δ) Η συνάρτηση {(4)Ξ πχ | ΓΚ--(0] έχει άρσιμη ασυνέχεια στο σηµείο 0 που δεν 
λ 


ορίζεται, αφού ὡς γνωστόν πιο --0 και έτσι, πρέπει και αρκεί να ορίσουμε επί 
χ-»0 


Ἴ4 





πλέον (0)-0 που διασφαλίζει την συνέχεια της νέας συνάρτησης σε όλοτο Ὁ. Το 
αξιοσημείωτο όμωςτου παραδείγματος, είναι ότι µε βάση τον ορισμό της ασυμπτώτου. 
η / έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία Υ--0 (δηλ. τον άξονα χχ’) κόντρα σε µια επίσης 
διαδεδομένη λανθασμένη αντίληψη ότι η ασύμπτωτη ευθεία δεν έχει κοινά σηµεία µε 
το διάγραμμα τῆς συνάρτησης και μάλιστα άπειρα κοινά και μάλιστα η απειρία των 
κοινών σημείων εντοπίζεται «οσοδήποτε κοντά» στο ο είτε --οο. Π λανθασμένη 
αυτή πεποίθηση σχηματίζεται για δύο πιθανόν λόγους : 1. Λόγω τῆς ετυµολογικής 
καταγωγής του όρου «ασύμπτωτη» (Ξ δεν συμπίπτει πόσο δε μάλλον δεν τέμνει) που 
ισχύει µόνο σε Ελληνόφωώνους εκπαιδευµένους γλωσσικά. 2. Ο. ορισμός λ.χ. τῆς 
πλάγιας ασύμπτωτηῆς στο {οο µιας συνάρτησης πα), απαιτεί η ασύμπτωτη ευθεία 


ΥΞΛὰΧ ΤΡ να πληροί την συνθήκη ...ιιιιιιιιιιιιι ιο νοωονινινος ο. νώα--, 
Ππι[{()- (11 0)1Ξ0. Η εσφαλμένη 
χ-»Γοο 


ερμηνεία της συνθήκης έχει να κάνει µε 
την εκτεταμένη και γνωστή από την 
βιβλιογραφία παρανόηση των μαθητών 
όπου ερμηνεύουν το γενικό σχήµα του . 
ορίου Α:-2Β ὡς µια διαδικασία, όπου η 
ποσότητα Α πλησιάζει την Β οσοδήποτε 
κοντά χωρίς κατ΄ ανάγκην να την φθάνει. 0 
Πρόκειται για γνωστικό εμπόδιο, που 
αντιστέκεται επιμόνως (γι΄ αυτό ορίζεται 
και ως τέτοιο) όπου προσπάθεια άρσης 
του, µπορεί να γίνει µόνο µε κατάλληλα 


05 





| 
παραδείγματα της έννοιας. Το προηγούμενο παράδειγµα του ορίου πι χημ--Ξ0 
είναι ένα τέτοιο, σπανίως απαντώµενο στην διδακτική πράξη παράδειγµα, όπου καθώς 
1 
Υ-»0 ή γ-»0 ηπαράσταση χημµ-- αλλάζει πρόσηµο οσοδήποτε κοντά στο0. 
χ 


φθάνοντας τελικά το 0, προσπερνώντας το, πλησιάζοντάς το από την αντίθετη 
κατεύθυνση, κάνοντας µια κίνηση που προσομµοιώνεται µε µια «φθίνουσα 
απειροταλάντωση εκετέρωθεν της τιµής ΥΞ0. Αν µάλιστα θεωρήσουμε την συνάρτηση 


τότε έχει ολικό ελάχιστο στο 0. ενώ εκατέρωθεν του 





1 
της απόλωτης τιµής της σημα 


μηδενός, δεν υπάρχουν διαστήµατα της µορφής (α.0] ή [0.Ρ) που να είναι μονότονη! 


Ε) Η συνάρτηση -- ει - /]κ--{0} δεν έχει όριο στο 0. όµως σε οποιοδήποτε διάστηµα 
 -ἂἃ 


του μηδενός, «οσοδήποτε μικρό» περιέχει άπειρα το πλήθος τοπικἀ ακρότατα, 
διαφορετικά και οσοδήποτε μεγάλα. Ακόμα και η σχεδίασή της µέσω Η/Υ µόνο 
ενδεικτική είναι για την πραγµατικό γράφηµά της, όπως άλλωστε και των υπολοίπων. 


|. αν χ ρητός ᾿ 
οποία 
-],. αν { ἀρρητος 
είναι ασυνεχής για κάθε πραγµατικό αριθµό. Αν την τροποποιήσουµε λίγο ὡς προς το 
«να τέμνονταυ υπό µία έννοια οἱ οιονεί «διάτριτες- διάστικτες ευθείες» π.χ. ὡς 
χΧ,. αν χ ρήητός 
ϱ(1) - 
-ᾱΧ, αν γ ἄρρητος 
αλλού. Επίσης η { θεωρείται περιοδική µε περίοδο οποιονδήποτε ρητό ρ320. Ὑπό 


ΣΤ) Η συνάρτηση του ΠιπΠςῃ]αί . ορίζεται ως {(1) . 


[ος είναι συνεχής µόνο στο 0 και ασυνεχής οπουδήποτε 


έναν ἆλλον ορισμό τῆς περιοδικής συνάρτησης, επειδή δεν έχει ελάχιστη θετική 
περίοδο, λόγω πυκνότητας τῶν ρητών, δεν θεωρείται περιοδική. Επίσης το | είναι ένα 
ολικό μέγιστο, όµως η συνάρτηση ὃεν έχει κανένα διάστηµα µονοτονίας, σε 
οποιονδήποτε περιορισμό της. 


Συμπεράσματα. 


Κατεβλήθη προσπάθεια συνειδητή. να παρουσιασθεί ο ελάχιστος αριθµός 
παραδειγµάτων για σχολική καθηµερινή χρήση. που να έχει όµως την μέγιστη δυνατή 
χρησιμότητα και εντός της εκτάσεως της εργασίας. Χωρίς να μπορούν να καλυφθούν 
όλα, επιστρατεύοντας και την µακρά προσωπική διδακτική εμπειρία, θεωρούμε. ότι η 
ετοιμότητα ανάσυρσης και κατασκευής των συγκεκριμένων παραδειγµάτων (ή µε 
χρήση τους και ως αντιπαραδειγµάτων) βελτιώνει εν τη πράξει το έργο των νέων 
εκπαιδευτών Μαθηματικών. 
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